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Einfliihrung

Methoden der induktiven Statistik sind hiufig eine wesentliche Voraussetzung, um
Entscheidungen fundiert treffen zu konnen: Nicht aufgrund eines Bauchgefiihls,
sondern aufgrund von Wissen iiber bestimmte Werte. Da man relativ hiufig iiber
interessierende Grofen ein zu geringes Wissen hat, versucht man dieses Defizit
aufgrund erhobener Daten zu beheben. Induktive Statistik hilft, hinreichend ver-
trauenswiirdige Daten zu erheben und ihre Aussagekraft zu beurteilen.

Induktive Statistik befasst sich mit der Aufgabe, prinzipielle Aussagen iiber Grund-
gesamtheiten von GroBen zu treffen: So kann etwa die Wahrscheinlichkeit, mit der
ein Ereignis eintrifft, berechnet oder geschitzt werden; man mochte fiir jeden mog-
lichen Wert oder jeden Zahlenbereich, in dem die Gré3e Werte annehmen kann, er-
mitteln konnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit diese Grof3e dort bestimmte Werte
annimmt.

Solche Wahrscheinlichkeiten konnen auf zwei Arten bestimmt werden: Entweder
hat man verldssliche Vorkenntnisse, aus denen Wahrscheinlichkeiten exakt berech-
net werden kénnen, oder man muss Daten erheben, um die gesuchten Wahrschein-
lichkeiten abschitzen zu konnen. In diesem zweiten Fall wird man Aussagen auf-
grund der Datenlage mit einer gewissen Sicherheit treffen kdnnen, muss aber eine
Restunsicherheit hinnehmen.

Sind Wahrscheinlichkeiten iiber eine interessierende Grofle ermittelt, so kénnen
sie zur Berechnung oder Eingrenzung weiterer Maf3zahlen benutzt werden, die im
Kontext mit dieser Grundgesamtheit zu erwarten sind. Zum Beispiel kann die Fra-
ge, welches Ergebnis bei hdufigem Wiederholen desselben Versuchs im Mittel zu
erwarten ist, beantwortet oder niherungsweise geklirt werden. Der Anteil, zu dem
man bei der Durchfiihrung vieler identischer Versuche vermutlich Erfolg haben
wird, kann ermittelt werden. Die Frage, ob zwei GroBen sich prinzipiell mitein-
ander oder gegeneinander entwickeln — oder ob kein solcher Zusammenhang fest-
stellbar ist — kann mit einer vorgegebenen Sicherheit beantwortet werden.

Beispiele fiir die Anwendung von Methoden der induktiven Statistik finden sich in
allen Alltagsbereichen: Wenn aufgrund erhobener Daten Schlussfolgerungen iiber
eine groBere Grundgesamtheit gezogen werden, ist induktive Statistik beteiligt.
Dies konnen etwa Fragestellungen aus der Psychologie zu Vorlieben oder Verhal-
tensweisen sein, zu erwartende Kosten, Gewinne oder Kursentwicklungen, zu er-
wartende Marktanteile oder auch die Haufigkeit, mit der eine Stralenbahn zu spit
kommt und vieles mehr.
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Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Ereignis A eintritt, spiegelt den erwarteten An-
teil der Ergebnisse eines hidufig wiederholten Zufallsexperiments wider, bei denen
A eintritt. Damit ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ein Maf} dafiir, dass
dieses Ereignis beim Durchfiihren eines Versuchs eintritt. Man erwartet, dass Ereig-
nisse mit hoher Wahrscheinlichkeit relativ hdufig eintreten, Ereignisse mit niedriger
Wahrscheinlichkeit eher selten.

Im einfachsten Fall ist nur eine begrenzte Anzahl von Ergebnissen des Zufallsexpe-
riments moglich, die alle gleich wahrscheinlich sind. Dann spricht man von einer
Laplace-Wahrscheinlichkeit und die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich
dem Anteil der Ergebnisse, die zu diesem Ereignis gehoren, an der gesamten Er-
gebnismenge (Formel 1.2 in der Formelsammlung).

Fiir das prinzipielle Errechnen von Wahrscheinlichkeiten steht eine Anzahl von
Regeln zur Verfiigung, die sich aus logischen Uberlegungen ergeben (Formeln 1.2
bis 1.6).

1.1 Zufallsexperiment und Ereignis

Unter einem Zufallsexperiment versteht man ein Experiment mit mehreren mog-
lichen Ergebnissen, bei dem vor Durchfiihrung nicht feststeht, welches Ergebnis
eintreten wird.

Ein Ereignis zu einem Zufallsexperiment kann als eine Teilmenge der Ergebnis-
menge aufgefasst werden. Dadurch ist es moglich, das Ermitteln von Wahrschein-
lichkeiten auf einfache Mengenlehre zuriickzufiihren.

Beispiele:
von Zufallsexperimenten:

(1) Werfen einer Miinze

(2) Werfen eines Wiirfels

(3) Werfen von zwei Wiirfeln
(4) Lotto spielen

(5) medizinische Messungen

Definitionen:

Die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments ist die Menge aller moglichen Ergeb-
nisse.
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Sie wird iiblicherweise mit dem groflen grichischen Omega £2 bezeichnet.

Im Fall endlich oder abzihlbar vieler moglicher Ergebnisse kann §2 durch Aufzih-
len angegeben werden in der Form

2 =1{a,b,...}

Hiufig werden die einzelnen moglichen Ergebnisse, also die Elemente von 2, mit
dem kleinen griechischen Omega bezeichnet: w € 2.

Im Folgenden werden wir als haufige Beispiele das Werfen eines oder zweier Wiir-
fel nutzen. Damit sie einfach wiedererkannt werden konnen, wird das Werfen eines
Wiirfels mit Beispiel (1), das zweier Wiirfel mit Beispiel (2) bezeichnet.

Beispiel (1):
Ein Wiirfel: 2 = {1,2,3,4,5, 6}
w=3¢ef2

Beispiel (2):

Zwei Wiirfel:

2 ={(1,1),(,2),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,1),...,(6,6)}
Der Sechserpasch w = (6, 6) ist ein mogliches Ergebnis: (6, 6) € §2

Ein Zufallsereignis kann als Teilmenge der Ergebnismenge aufgefasst werden.
Zufallsereignisse werden haufig mit lateinischen GrofSbuchstaben bezeichnet:
A C £2 ist ein Ereignis.

Beispiel (1):
Ein Wiirfel: A = {6} ist das Ereignis, dass eine 6 geworfen wird.
B = {2, 4,6} ist das Ereignis, dass eine gerade Zahl geworfen wird.

Beispiel (2):
Zwei Wiirfel: A = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6,6)} ist das Ereignis, dass
zweli gleiche Zahlen geworfen werden.

Unter einem Elementarereignis versteht man ein Ereignis, das nur aus einem Ele-
ment besteht.

Beispiel (1):
Ein Wiirfel: Die Elementarereignisse sind die Mengen {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}

Beispiel (2):
Zwei Wiirfel: Jedes mogliche Wertepaar definiert ein Elementarereignis.
Z.B.ist {(1, 1)} eins der insgesamt 36 Elementarereignisse.
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Beziehungen zwischen Mengen:
Seien M und N zwei Mengen.

(@ M CN bedeutet: M ist Teilmenge von N.
Das heif}t, dass alle Elemente von M auch in N liegen.
Beispiel:
M = {Hunde}, N = {Tiere}
Jeder Hund ist ein Tier: M C N

Gleichbedeutend ist:
NDO>OM N umfasst M
(b) M =N bedeutet: M umfasst N und N umfasst M.
Beispiel:

M = {Segelfulgzeuge}
N = {gliders}
(c) MNN ={x|xeMundx € N}

= [ Durchschnitt ] von M und N,

= Schnittmenge von M und N

Beispiel:

N = {Brotchen mit Butter}

M = {Brotchen mit Kise}

M N N = {Brétchen mit Butter Kise}

Der Durchschnitt zweier Mengen M und N besteht aus
den Elementen, die in M und in N liegen.

(d MUN ={x|xeModerx € N}

— [Verenigrg [ von M und N

Beispiel:

N = {Brotchen mit Butter}
M = {Brotchen mit Kése}
MUN =

{Brotchen mit Butter Kise}

Die Vereinigung zweier Mengen M und N besteht aus
den Elementen, die in M oder in N (oder in beiden)
liegen.
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(e) N\M

f) MinN

(&) ¢

(h) [N

(i) Essei N =

={xeN|x¢ M}

= Differenzmenge von N und M

= N auller M

Beispiel:

N = {Brotchen mit Butter}

M = {Brotchen mit Kése}

N\M = {Brotchen mit Butter ohne Kise}
ist das Komplement von M in N.

Es besteht aus allen Elementen von N, die nicht in M
liegen.

Beispiel:

M = {Brotchen mit Kése}

InN: M=N\M

ist das Symbol fiir die leere Menge:

Sie enthilt kein Element.

Beispiel:

N = {Studierende in KoIn}

M = {Menschen}

N\M =0

ist die Kardinalzahl oder Mdchtigkeit von N .
Dies ist die Anzahl der Elemente von N.
MyU---UM, =;_ Mi,

wobei M; N M; = @ firallei # j e {1,...,n}

Eine vollstindige Disjunktion der Menge N ist eine
Zerlegung von N in Teilmengen, die einander nicht
schneiden:

N =MU---UM, = U?=1 M;,wobei M; N"M; =0
firallei # j € {l,...,n}
Beispiel:
{1,2,...,10} = {1,2,3,4,5}U{6,7,8,9,10}
{1,2} U {3,4,5}U
{6,7} U {8,9, 10}

sind zwei vollstindige Disjunktionen der Menge
{1,2,...,10}.
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1.2 Wahrscheinlichkeit

1.2.1 Einfihrung

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist der bei hdufiger Wiederholung eines
Zufallsexperiments erwartete Anteil der Ergebnisse, bei denen das Ereignis eintritt.
Damit ist die Wahrscheinlichkeit die erwartete relative Haufigkeit bei vielen Versu-
chen.

Wahrscheinlichkeitsbegriff nach Laplace:

Die Ergebnismenge £2 besitze m Elemente.

Alle Elementarereignisse mogen dieselbe Wahrscheinlichkeit p haben. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses p = %

Beispiel (1):
Ein Wiirfel: p = é

p()+-+p6)=6-¢=1
Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A C 2 ist damit

Anzahl der moglichen Ergebnisse in A

P(A) =5 =
Anzahl aller moglichen Ergebnisse

Beispiel (1):
Ein Wiirfel: A = {2,4,6}, P(A) = P(gerade Zahl) = %

1.2.2 Definition von Wahrscheinlichkeit
Sei 2 die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments.

Eine Wahrscheinlichkeit ordnet jedem moglichen Ereignis eine Zahl zu. Sie muss
dabei bestimmten Regeln geniigen:

(a) Nichtnegativitit:
Wahrscheinlichkeiten liegen immer zwischen 0 und 1.
0 < P(A) <1 fiir jedes Ereignis A
(b) Normierung:
Die Wahrscheinlichkeit der ganzen Ergebnismenge liegt bei 1. P(£2) = 1
(c) Additivitit:
Falls A und B unvereinbare Ereignisse sind, d. h. A N B = 0, ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass Ereignis A oder B stattfindet, gleich der Summe der Ein-
zelwahrscheinlichkeiten.
P(AUB) = P(A)+ P(B),falls ANB =0
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»o-Additivitit«:

Diese Additivitét gilt sogar fiir abzdhlbar unendlich viele Ereignisse.

P(UiZ, Ai) = Y72, P(4;) fiir paarweise unvereinbare Ereignisse, also
A; N Ay = 0 fiir alle Indizes i # k

Folgerungen aus den Regeln:

Wahrscheinlichkeit, dass kein Ergebnis erzielt wird:
P@) =0

WaErscheinlichkeit, dass das Gegenteil von A geschieht.
P(A)=1-P(A)

Beispiel (1):
Ein Wiirfel: A = Menge der geraden Wiirfelergebnisse:
P (ungerades Wiirfelergebnis) = 1 — P(gerades Wiirfelergebnis)

Wahrscheinlichkeit, dass »hochstens A« geschieht:
P(A) < P(B)wenn A C B

Beispiel (1):

Ein Wiirfel: A = Menge der Wiirfelergebnisse < 2, B = Menge der Wiirfelergeb-
nisse < 4:

P(Wirfelergebnis < 2) < P(Wiirfelergebnis < 4)

Wahrscheinlichkeit, dass A oder B geschieht:
P(AUB)=P(A) + P(B)—P(ANB)

Beispiel (1):
Ein Wiirfel: A = Menge der geraden Wiirfelergebnisse, B = Menge der Wiirfel-
ergebnisse < 4:
P(gerade Zahl oder < 4) = P(gerade Zahl) +
P(Zahl < 4) — P(gerade Zahl < 4)

Wabhrscheinlichkeit, dass A und nicht B stattfindet:
P(A— B)= P(A)— P(AN B)

Beispiel (1):

Ein Wiirfel: A = Menge der geraden Wiirfelergebnisse, B = Menge der Wiirfel-
ergebnisse < 4:

P (gerades Wiirfelergebnis, das nicht < 4 ist) =

P (gerades Wiirfelergebnis) — P (gerades Wiirfelergebnis, das < 4 ist)

P(A-—B) = P(A)—P(B) wennB C 4
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Beispiel (1):
Ein Wiirfel: A = Menge der Wiirfelergebnisse < 5, B = Menge der Wiirfelergeb-
nisse < 3:

P(Zahl < 5undnicht <3) = P(Zahl <5)— P(Zahl < 3)

Ubergang zur Wahrscheinlichkeitsdichte:
Fiir ein stetiges Merkmal fiillt die Ergebnismenge §2 ein ganzes Intervall aus.

Beispiel:
KorpergroBe Erwachsener: £2 = [0.50 — 2.50] m

Dann ist die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses = 0:
P({w}) =0firw e 2

Beispiel:
Die Wahrscheinlichkeit, dass jemand genau 1.70 m grof ist, ist = 0.

Von Interesse sind stattdessen Wahrscheinlichkeiten von Intervallen.

Beispiel:
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewihlte Person zwischen 1.695 m
und 1.705 m groB ist.

An die Stelle von Summen von Wahrscheinlichkeiten treten Integrale iiber eine
Wahrscheinlichkeitsdichte-Funktion:

Das Konzept von Histogrammen aus der deskriptiven Statistik wird so stark ver-
feinert, dass die oberen Begrenzungslinien der Histogramme in eine stetige Kur-
ve iibergehen. Da bei Histogrammen relative Hiufigkeiten Rechteckflichen sind,
ergeben sich nun Wahrscheinlichkeiten als Flidchen unter der Wahrscheinlichkeits-
dichte.

Histogramm
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) Wahrscheinlichkeit

relative Haufigkeit

\/ e a
(1.695, 1.705] KorpergréBe x
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1.3 Kontingenztafel

Sollen bei einem Zufallsexperiment zwei Merkmale gemeinsam untersucht werden,
so stellt man die zugehorige zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung in
einer Kontingenztafel zusammen:

Mogliche Werte des Merkmals X seien ay, ..., d;, mogliche Werte des Merkmals
Y seien by, ..., b;.

Merkmal Y | by e by Summe
Merkmal X
ay P | .- | Pu Ple
am Pmi | --- | Pml Pme
Summe Pel | --- | Dei 1
mit

pij = Wahrscheinlichkeit der Kombination der Werte a; und b
pie = Wahrscheinlichkeit des Werts a;
Dej = Wahrscheinlichkeit des Werts b ;

Insbesondere bei der Vierfeldertafel hat jedes Merkmal zwei mogliche Werte.

1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Unterliegt ein Zufallsexperiment bestimmten Einschrinkungen oder sind schon
Teilinformationen iiber den Ausgang bekannt, so miissen diese in die Berechnung
von Wahrscheinlichkeiten eingehen.

Beispiel:
Grippeimpfung

Der Zusammenhang einer bestimmten Grippeimpfung und der Erkrankung an die-
ser Grippe kann der folgenden Kontingenztafel entnommen werden:

Erkrankung (E) | Keine Erkrankung (E) Summe
Geimpft (G) 0.016 0.174 P1e = 0.190
Nicht geimpft (G) 0.121 0.689 P2e = 0.810
Summe pe1 = 0.137 Pe2 = 0.863 1.0

So ist etwa eine zufillig ausgewihlte Person mit einer Wahrscheinlichkeit von
17.4 % geimpft und erkrankt nicht.
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Wenn diese Zusammenstellung zur Beurteilung eines Impfstoffs genutzt werden
soll, stellt sich etwa die Frage, wie wahrscheinlich es ist, dass jemand, der geimpft
wurde, erkrankt. Diese bedingte Wahrscheinlichkeit berechnet sich aus der Grof3e
der Teilgruppen der Geimpften und der Erkrankten unter den Geimpften:

Die Wahrscheinlichkeit, dass jemand erkrankt unter der Bedingung, dass er geimpft
ist, ist

. __ Anzahl aller Personen, die geimpft sind und erkranken
P (Erkrankt|Geimpft) = Anzahl Geimpier

Anteil aller Personen, die geimpft sind und erkranken
Anteil Geimpfter

_ P(ENG)
- P@G)

_ 0016 _
= o790 = 0.084

Allgemein ergibt sich fiir Ereignisse A und B einer Ergebnismenge £2:
Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B ist

P(A|B) = P%gf) fiir P(B) > 0.

1.5 Gesetze zur Wahrscheinlichkeit

1.5.1 Additionsgesetze

(s.S.7und8)
P(AUB) = P(A) + P(B) falls A und B unvereinbar sind
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(AN B) allgemein

1.5.2 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Aus der Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(A|B):P1(,f£f) fir P(B) >0 (s.S.11)

ergibt sich zunichst der

(I) Multiplikationssatz
P(ANB) = P(A|B)-P(B) fir P(B)>0

Beispiel (1):
P({2,4}) = P(gerade Zahl|Zahl < 4)- P(Zahl < 4)
1_ 1.2

3 2 3
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Ist nun eine vollstindige Ereignisdisjunktion gegeben, d. h. Ereignisse
A1, ..., Ay, die miteinander unvereinbar sind (4; N A; = @ fiiri # j) und
die gesamte Ergebnismenge abdecken (2 = Ay U A, U ---U A4,), so kann
die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B aus den bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(B|A;) und den Wahrscheinlichkeiten P(A4;) zusammengesetzt

werden:
(Il) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
P(B) =)= P(B|4) - P(4))
Q

- 4 L P(B~Ag)=P(BI A3) *P(A3)
/ . B

Beispiel:
Es werden Mobiltelefone verlost.

Der Anteil der tiirkisfarbenen liegt bei 20 %, derjenige der magentafarbenen bei
30 %, 15 % sind griin und 35 % rot. Unter den tiirkisfarbenen haben 50 % eine Ka-
mera, unter den magentafarbenen sind es zwei Drittel, unter den griinen nur ein
Drittel und unter den roten vier Siebtel.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt ein Gewinner ein Telefon mit Kamera?

Losung:

P (tiirkis ) =0.2
P (magentafarben ) =03
P(griin ) =0.15
P(rot) =0.35
P (Kamera [tiirkis ) =0.5
P(Kamera |magentafarben) = 0.6
P (Kamera |griin ) =03

P(Kamera |rot ) =0.57
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P(Kamera) = P(Kamera N tiirkis) + P(Kamera N magentafarben)
+ P(Kamera N griin) + P (Kamera N rot)
= P(Kamera|tiirkis) - P (tiirkis)
+ P(Kamera|magentafarben) - P (magentafarben)
+ P(Kamera|griin) - P(griin) + P(Kamera|rot) - P (rot)
=0.5-02 + 0.6-03 + 0.3-0.15 4+ 0.57-0.35
=0.55

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gewinner ein Telefon mit Kamera erhilt, liegt bei
55 %.

1.5.3 Formel von Bayes

Hiufig sucht man eine bedingte Wahrscheinlichkeit P (A|B), kennt aber statt des-
sen die umgekehrt bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A). Die Formel von Bayes
schafft eine Verbindung zwischen diesen beiden Wahrscheinlichkeiten:

Setzt man in die Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

A
P(A|B) = 2550

fiir die Wahrscheinlichkeit im Zzhler, dass beide Ereignisse A und B eintreten, die
Darstellung des Multiplikationssatzes mit vertauschten Rollen ein:

P(AN B)= P(B|A)- P(A),
so ergibt sich die
Formel von Bayes

Fiir B mit P(B) > 0 gilt:

— PBIA-PA
P(A|B) = =5
Steht eine vollstdndige Ereignisdisjunktion Ay, ..., A, zur Verfiigung, so lésst sich

die Wahrscheinlichkeit P(B) im Nenner weiter zerlegen:

P(B|Ay)-P(Ax
P(Ax|B) = ( \PA&”( &)

P(B|Ax)-P(Ax)
Yi—1 P(BIA;)-P(4;)






